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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ, 
СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ

Задача дифракции рассматривается уже 
больше 100 лет, но до сих пор в этой области 
имеются нерешенные проблемы. Фундамен-
тальный характер носит исследование задачи 
дифракции на клине. Решение этой проблемы 
можно найти в трудах [3; 7; 10; 12; 23; 27; 28]. 

Известны обобщения двумерной задачи 
дифракции на клине на трехмерный случай 
[2], на случай «скользкого» клина в акустике 
[1], на случай импедансных (поглощающих) 
граничных условий в радиофизике и оптике 
[11; 14; 17; 18; 20; 23]. Однако даже в клас-
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сической двумерной постановке остаются 
вопросы, связанные с описанием отраже-
ний от обеих граней клина и соотношением 
различных представлений (и приближений) 
решения при произвольных значениях угла 
раствора клина. В курсе теоретической фи-
зики Л. Д. Ландау и С.М. Лифшица [15] дана 
постановка задачи дифракции на клине, одна-
ко ее решение отсутствует, что также свиде-
тельствует о незавершенности исследований.

В рамках задачи дифракции изучается 
распространение электромагнитного поля в 
пространстве в присутствии идеально прово-
дящего тела. Примерами таких тел являются 
шар, эллипсоид, параболоид, конус. Особый 
интерес представляет рассмотрение идеаль-
но-проводящего клина. В предельных случаях 
клин вырождается в полуплоскость или пря-
моугольную ступеньку. Эти обе конфигура-
ции часто встречаются в оптических приборах 
в виде металлических диафрагм и оправ. Не-
обходимость точно рассчитывать параметры 
оптических устройств обуславливает практи-
ческий интерес к данной теме. 

Актуальность настоящего исследования 
обусловлена и необходимостью создания 
эффективных алгоритмов для прогнозирова-
ния параметров радиомаячных систем [13], 
применяемых в системах управления заходом 
воздушного судна на посадку по заданному 
рельефу местности, который во многих слу-
чаях имеет форму клина, что и приводит к 
задаче дифракции волн на клине. В настоящее 
время разработки антенн, радаров, систем 
мобильной радиосвязи продолжают стиму-
лировать изучение дифракции на клине. Идеи 
физической теории дифракции в сочетании с 
численными методами применяются в различ-

ных гибридных подходах для решения слож-
ных задач излучения и рассеяния [25]. Интерес 
к проблеме связан также с возможностью 
строгого решения уравнений Максвелла в 
пространстве в присутствии физического тела. 
В свободном пространстве уравнения Мак-
свелла сводятся к волновому уравнению, в 
стационарном случае последнее известно как 
уравнение Гельмгольца. Таким образом, мы 
имеем строгую физическую задачу, описыва-
ющую реальные объекты. Это редко встреча-
ющееся уникальное обстоятельство, которое 
повышает интерес к рассматриваемой задаче.

Целью данной работы является на основе 
решения задачи дифракции, учитывающего 
отражения от обеих граней клина, изучить со-
отношение различных представлений (и  при-
ближений) решения при различных значениях 
угла раствора клина, а также анализ поля 
интенсивности для дифрагирующей электро-
магнитной волны.

Рассмотрим клин с углом при вершине 
δ < π (рис. 1). На клин падает внешняя плоская 
электромагнитная волна, характеризуемая 
волновым вектором k. В полярной систе-
ме координат вектор k задается модулем 
k = |k| = 2π/λ, где λ — длина волны, и поляр-
ным углом α (часто решение выглядит про-
ще, если использовать угол Зоммерфельда 
γ = α – π. Точка наблюдения задается модулем 
радиус-вектора r = |r | и полярным углом φ. 

Произвольное электромагнитное поле 
в двумерной задаче можно представить в 
виде линейной суперпозиции полей, облада-
ющих ТЕ (transverse electric) и ТM (transverse 
magnetic) поляризациями [3]. Имеется в виду 
поперечность электрического или магнитного 
вектора плоскости падения волны, образован-
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Рис. 1. Геометрическая картина дифракции плоской волны  
на проводящем клине в области двух отражений
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ной волновым вектором и перпендикуляром к 
поверхности отражения. Поэтому особый ин-
терес представляет исследование дифракции 
электромагнитного поля, обладающего эти-
ми двумя поляризациями. В случае ТЕ волны 
действительный вектор напряженности элек-
трического поля, параллельный краю клина, 
определяется выражением

( ,� ) [ ( ) ].��i tE t Re U e ω=r r 	 (1)

В случае ТM волны действительный вектор 
магнитного поля параллелен краю клина

( ,� ) [ ( ) ].i tH t Re U e ω=r r 	 (2)

В приведенных выражениях U(r ) является 
комплексной амплитудой электрического 
(ТЕ) или магнитного (ТM) полей. При этом 
функция U(r ) — решение двумерной краевой 
задачи для уравнения Гельмгольца в секторе. 
Последнее имеет следующий вид:

2

2 2

1 1
0,������� .

U U
U kr

 ∂ ∂ ∂
ρ + + = ρ = ρ ∂ρ ∂ρ  ρ ∂ϕ 	

(3)

Решение ищется в области углов 
0 < φ < 2π – δ при любых значениях радиуса 
0  < ρ < ∞. На поверхностях клина ставится 
условие равенства нулю решения (условие 
I рода, для ТЕ волны), либо его производной 
по углу φ (условие II рода для ТM волны)

0,��� 2
0,��� 2

0�� 0 .
U

U ϕ= ϕ= π−δ
ϕ= ϕ= π−δ

 ∂
= =  ∂ϕ  	

(4)

Существует также класс импедансных 
граничных условий, когда приравнивается 
нулю линейная комбинация функции и ее про-
изводной [14; 17; 18; 20; 23]. Далее рассмо-
трим условия вида (4).

В силу линейности уравнения Гельмгольца 
решение краевой задачи можно разложить 
на сумму решений геометрической оптики и 
дифракционной составляющей

U = Ug + Ud.	 (5)

Выражение для комплексной амплитуды 
падающей плоской волны в полярных коорди-
натах [3; 12; 27] имеет вид

( , ) ( ),���� .gU exp i cos+ ρ θ = ρ θ θ = ϕ − γ

Отраженная волна геометрической оптики 
от верхней грани клина записывается в виде 

( , ) ( ( cos )) ( cos ),����

.

gU exp i exp i− ρ θ = π +ρ θ = − ρ θ

θ = ϕ + γ

Поэтому геометрическое решение в зоне 
одного отражения принимает следующий вид

� ( ( )) � ( cos( )).gU exp i cos exp i= ρ ϕ − γ − ρ ϕ + γ
Уравнение (3) имеет особые точки ρ = 0; 

∞, поэтому для выполнения условий теоремы 
единственности для решения краевой задачи 
для уравнения Гельмгольца с источниками 
волн на бесконечности на решение U ставятся 
интегральные условия Мейкснера и Зоммер-
фельда [17]:

2
*

0
0

lim 0;�
U

Im U d
π−δ

ρ→

  ∂ ρ ϕ =  ∂ρ   
∫

	
(6)

22

0

lim 0.
U

iU d
π−δ

ρ→∞

 ∂ ρ − ϕ = ∂ρ  
∫

	
(7)

В задаче дифракции плоской волны на кли-
не можно выделить три области углов падения 
плоской волны γ: в первой (0 < γ < π – δ) имеет-
ся одно отражение от верхней грани клина; во 
второй (π – δ < γ < π) — два отражения от обе-
их граней клина и в третьей (π < γ < 2π – δ) — 
одно отражение от нижней грани клина. Полу-
чение решения краевой задачи, учитывающей 
все три области углов падения исходной волны, 
отличается значительной сложностью.

Метод решения краевой задачи для урав-
нения Гельмгольца в секторе восходит к тру-
дам А. Зоммерфельда [12; 28]. Частными ре-
шениями двумерного уравнения Гельмгольца 
являются плоские или цилиндрические волны, 
а также их линейные суперпозиции. Эти част-
ные решения записываются в виде контурных 
интегралов в плоскости комплекснозначных 
углов. Контурные интегралы по контурам 
C и D, определяемым аналогично [12; 27], 
получили название контурных интегралов 
Зоммерфельда-Франка-Мизеса (ЗФМ). На 
бесконечности они превращаются в плоские 
или цилиндрические волны, в нуле ограни-
чены. Из двух контурных интегралов можно 
сконструировать решение задачи Дирихле 
(вычитанием) или Неймана (сложением), 
причем сумма и разность интегралов, явля-
ющиеся решением краевой задачи для урав-
нения Гельмгольца в секторе, удовлетворяют 
условиям Мейкснера в нуле. Исследованию 
контурных интегралов ЗФМ посвящены, на-
пример, работы [4; 6]. 

Контурные интегралы с индексом C яв-
ляются четными, непрерывными, гладкими 
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функциями, обладающими периодом T = 2πp, 
где действительное число p следующим об-
разом связано с углом при вершине клина  
p = ((2π – δ))/π. Для них справедливо пред-
ставление в виде ряда Фурье-Бесселя [6; 27]

0

1

1
( , )

2
( ).

(

2

)C
p

k
pk

U J
p

k k
exp i cos J

p p p

∞

=

ρ θ = ρ +

   π
+ θ ρ      ∑

	

(8)

Контурные интегралы с индексом D яв-
ляются четными, кусочно-непрерывными 
функциями, также обладающими периодом  
T = 2πp. На основе свойства связи они получа-
ются вычитанием плоской волны 

( , ) ( , ) ( );

1,   0

( ) 1/ 2,   0.

0,   0

D C i cos
p pU U e Ф

x

Ф x x

x

ρ θρ θ = ρ θ − π − θ

>
= =
 < 	

(9)

Функция Хэвисайда не является периоди-
ческой, поэтому представление (9) справед-
ливо только в пределах основного периода 
|θ| ≤ T/2. Для того, чтобы использовать функ-
цию ( , )D

TU ρ θ  в более широком диапазоне 
углов, ее следует периодически продолжить 
за область основного периода.

Представление дифракционного инте-
грала ( , )C

pU ρ θ  при целочисленных значениях 
p  =  (2π – δ) /(π = n) получается непосред-
ственно из контурного интеграла с помощью 
следующих лемм.

Лемма 1. Центральное тождество теории 
дифракции для клина в случае целых p = n > 1.

В области периодичности |θ| < πn функции 

cos 1 , 1
m

m n
n

  θ − ≤ −    
выполняется тождество

1

1

(2)
/

0

1 cos 1 exp
2

sin exp( cos ) ( )

,

1
,� �.

2
0, �

n

m

m n

m m
i

n n

m
i H d

n

n

n

−

=
∞

  π   + θ − − ×        

π × − ξ θ ξ ξ ≡  

 θ < π
 +≡ θ = π


θ > π

∑

∫

(10)

Лемма 2. Дифракционный интеграл Зом-
мерфельда-Франка-Мизеса для случая целых 
p = n > 1 может быть представлен в виде

1

1

cos (2)
/

0

( , ) exp( cos )

1
1 cos 1 exp

2

sin ( ) ;

С
n

n

m

i
m n

U i

m m
i

n n n

m
e H d

n

−

=

ρ
− ξ θ

ρ θ = ρ θ ×

   π   × + θ − − ×         
π × ξ ξ   

∑

∫
  

1
(0) ,���

exp( ), ��
lim ( ,� ) ,

0, �

С
n

С
n

U
n

i cos
U

ρ→∞

=

 ρ θ θ < πρ θ =  θ > π
где (2)

/m nH  — функция Ханкеля второго рода 
с дробным индексом. Доказательство лемм 
проведено в работе [6]. 

В задаче дифракции на клине угол при 
вершине клина меняется в пределах 0 ≤ δ ≤ π, 
число p = ((2π – δ))/π лежит в диапазо-
не 1  ≤  p  ≤  2, в котором целым значениям 
соответствуют две конфигурации клина:  
p = 1 (δ = π) — клин, развернутый в плоскость; 
p = 2 (δ = 0) — полуплоскость. Кроме того, 
выражение (10) может быть использовано 
для описания тех случаев, когда число p = l/k 
относится к множеству рациональных чисел 
из отрезка 1 ≤ p ≤ 2. В этом случае следует 
выбрать дифракционный интеграл ( , )С

lU ρ θ  с 
индексом l, имеющий период T = 2πl, и при-
менить к нему теорему о понижении перио-
да [4], которая позволяет построить дифрак-
ционный интеграл с периодом T = 2πl/k: 

1

0

2
( ,� ) , � .

k
С С
l l
k i

l
U U i

k

−

=

 ρ θ = ρ θ+  ∑
Например, для важного в практическом 

отношении случая прямоугольного клина  
p = 3/2 (δ = π/2) дифракционный инте-
грал с периодом T  =  2πp  =  3π можно полу-
чить из дифракционного интеграла с n = 3,  
T =  2πn  =  6π, понижая период в два раза.  
В литературе неоднократно исследовались 
случаи p = 1, 2 с использованием различных 
приближений, что приводило к разночтениям 
[3; 10; 12; 25; 27]. 

Интегральные представления дифракци-
онного интеграла ( , )D

pU ρ θ  при произвольных 
значениях p = (2π – δ)/π также получаются из 
контурного интеграла с помощью лемм 3 и 4.
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Лемма 3. Дифракционный интеграл 
( , )D

pU ρ θ  может быть представлен в виде

( )

1

0

2
( , ) cos

sin exp .

D
p

k

k
U

p p

k k
i ch d

p p

∞

=

∞

 
ρ θ = − θ ×  π

   π
× − ρ µ − µ µ     

∑

∫
   

(11)

Лемма 4. Дифракционный интеграл мо-
жет быть представлен в виде 

[ ]
0

1
( , ) exp ( )

2

sin sin

,�

cos cos

D
pU d i ch

p

p p

ch ch
p p p p

∞

ρ θ = − µ − ρ µ ×
π

    π + θ π −θ
        × +
        µ π + θ µ π −θ

− −                

∫

или

0

1
( , ) ( )

2
1 2

.
2

1 2

D
pU d exp i ch

p p

sin
p

exp cos exp
p p p

sin
p

exp cos exp
p p p

∞  µ
ρ θ = − µ − ρ µ − × π  

  θ + π
   × +

     µ θ + π µ − − + −           
 π −θ
   + 

     µ π −θ µ − − + −            

∫

Вид (12) получается из выражения (11) в 
результате суммирования ряда. Доказатель-
ства приведены в [6].

Решение краевой задачи дифракции для 
клина с произвольным углом при вершине 
принимает следующий вид, включая случай 
целых p = n:

( , , ) ( , ) ( , ).C C
p pU U Uρ ϕ γ = ρ ϕ − γ ρ ϕ + γ

   
(13)

Решение справедливо при произвольных 
углах падения плоской волны на клин, верхний 
знак соответствует краевым условиям перво-
го рода, нижний знак — краевым условиям 
второго рода. Соотношение (13) охватывает 
три физически различные области отражения 
плоской волны от клина: 

– 0 < γ < π – δ — область однократного 
отражения от верхней грани клина, имеется 
две волны геометрической оптики — падаю-
щая и отраженная от верхней грани; 

– π – δ < γ < π — область двукратного 
отражения от верхней и нижней граней клина, 
имеются три волны геометрической оптики — 
падающая и две отраженных;

– π < γ < 2π – δ — область однократного 
отражения от нижней грани клина.

Решение (13) краевой задачи (4), (6), (7) 
для уравнения Гельмгольца (3) единственно 
вследствие выполнения теорем единственно-
сти для уравнений эллиптического типа в нео-
граниченных областях с условиями излучения 
на бесконечности и условием Мейкснера 
вблизи ребра клина [8; 9; 17; 24].

В работах [16; 19; 21; 25; 26] рассмотрены 
задачи теории дифракции в рамках параболи-
ческого приближения. Представляет интерес 
сравнить приближенное и строгое решения 
для клина. В параболическом приближении 
решение краевой задачи в секторе [25] ищут 
в виде, аналогичном выражению (5): 

U = Ug + Wd,

где Ug остается без изменений, а медленная 
комплексная амплитуда, выделенная из вели-
чины Wd, удовлетворяет параболическому 
уравнению

2
2

2
2 0,�

( , ) ( , ).�i
d

W W
i i W

W e Wρ

∂ ∂
+ ρ + ρ =

∂ρ∂ϕ

ρ ϕ = ρ ϕ
 

2
2

2
2 0,�

( , ) ( , ).�i
d

W W
i i W

W e Wρ

∂ ∂
+ ρ + ρ =

∂ρ∂ϕ

ρ ϕ = ρ ϕ

Краевые условия остаются прежними (4). 
Вместо условия Зоммерфельда на беско-
нечности (6) используют условие Мейкснера 
в нуле (7). Дифракционная часть находится в 
виде дифракционного интеграла, удовлетво-
ряющего обоим условиям (6), (7). Краевую 
задачу (4), (7), (14) на величину Wd решают 
методом разделения переменных в области 
одного отражения от верхней грани клина. 
Уравнение (14) приводит к радиальному 
обыкновенному дифференциальному урав-
нению первого порядка. В параболическом 
приближении решение [25] можно предста-
вить в виде

( ,� , )

( ,� ) ( ,� );

d

D D
p p

W

W W

ρ ϕ γ =

= ρ ϕ− γ − ρ ϕ+ γ
     

 (15)

(12)

(14)
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2

22
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1 1

2 2
( ,� ) cos

1 1
.

2 22 2

isi
D p
p

s

e s s
W sin e

i p p p

k k
C i S

p p

∞ρ
ρ

=

π θ
ρ θ =

π ρ

       
 − − −      ρ ρ        

×

×

∑

Здесь введены интегралы Френеля

2
1

0

2
1

0

2
( ) ( ) ;���

2
( ) ( ) .

z

z

C z cos t dt

S z sin t dt

=
π

=
π

∫

∫
Решение (15) естественно назвать рядом 

Фурье-Френеля. Выражения в квадратных 
скобках стремятся к нулю при k → ∞. Наличие 
выражения в квадратной скобке обеспечивает 
сходимость ряда.

Таким образом, из решения краевой за-
дачи в области одного отражения восстанав-
ливается дифракционный интеграл ( ,� )D

pW ρ θ . 
Последний является периодической, чет-
ной, кусочно-непрерывной функцией. Ос-
новной период интеграла –T/2  <  θ  <  T/2, 
T  =  2πp  =  2(2π – δ). Разрывы функции 

( ,� )D
pW ρ θ  возникают в точках |θ| = π и связаны 

с вычитанием плоской волны из непрерывного 
гладкого решения (9).

Отметим, что, используя периодическую 
функцию ( ,� )D

pW ρ θ , можно восстановить не-
прерывную функцию 

( , ) ( , ) ( ).C D i cos
p pU W e Фρ θρ θ = ρ θ + π − θ

   
(16)

Поскольку функция Хэвисайда Ф(x) не явля-
ется периодической, то (16) восстанавливается 
на основном периоде –T/2 < θ < T/2. Далее, 
применив функцию периодического продол-
жения, найдем периодическую непрерывную 
функцию ( , )C

pU ρ θ . Используя последнюю, 
получаем приближенное решение краевой за-
дачи (4), (7), (14) при произвольных углах 0 < φ, 
γ < T/2. Таким образом, извлекая дифракци-
онный интеграл из решения, приведенного в 
[25], можно построить решение для произ-
вольных углов падения плоской волны на клин.

Смысл параболического приближения 
наиболее полно иллюстрируют интегральные 
представления дифракционных интегралов 
(12) и (15). В параболическом приближении 
интеграл (15) преобразуется к следующему 
виду:

(17)

2

0

1
( , ) exp 1

2

2
1 2

.
2

1 2

D
pW d i

p p

sin
p

exp cos exp
p p p

sin
p

exp cos exp
p p p

∞   µ µ
ρ θ = − µ − ρ + − ×   π    

  θ+ π
    × +

     µ θ+ π µ − − + −           
 π −θ
   + 

     µ π−θ µ − − + −          

∫

Сравнение выражений (12) и (17) показы-
вает, что гиперболический косинус в мнимой 
экспоненте под знаком интеграла в строгом 
решении заменяется на первые два слагаемых 
своего разложения в нуле

2

( ) 1 .
2

ch
µ

µ → +

Можно также показать, что (12) и (17) 
приводятся к контурным интегралам в форме 
Малюжинца [25]. Используя интегральные 
представления (12) и (17), можно вычислить 
значения дифракционных интегралов в нуле 
ρ = 0, которые, как видим, в обоих случаях 
совпадают

0

1
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2
1 2exp cos exp

sin

2
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1 1
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D D
p pU W d
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p p p

p

p p p

arctgctg arctgtg
p p

arct

∞  µ
= = − ×  π

  θ + π
   × +

     µ θ + π µ − − + −           
 π −θ
   + =

     µ π −θ µ − − + −            
θ + π θ + π

= − − +
π π

+
π

∫

1
.

2
gctg arctgtg

p p

θ − π θ − π
+
π

Раскрытие обратных тригонометриче-
ских функций в пределах основного периода 
|θ| < πp, p > 1 приводит к выражению
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1
1,��� ,

(0)
1

,������� .���

D
p

p
U

p

 − θ < π= 
 θ > π


Вычитание единицы в области |θ| < π обу-
словлено вычитанием плоской волны в урав-
нении (9). 

Асимптотики интегральных представлений 
дифракционных интегралов (12) и (17) при  
ρ → ∞ могут быть вычислены методом Лапла-
са [22] с корректировкой в числовом коэф-
фициенте, обусловленной нахождением мак-
симума подынтегральной функции в крайней 
точке интервала интегрирования [6]:

1
( ),� ( ) exp

4 2

1
sin

.�������������������

cos cos

D D
p pU W i

p p

p p

 π ρ ρ → − ρ+ ×     πρ

  π
   

 ×
   π θ −        

Обе асимптотики совпадают. Отметим, 
что в работе [21] приведены асимптотики ре-
шений краевой задачи, причем равномерно 
сходящиеся.

Решение уравнения Гельмгольца U(ρ, φ, γ) 
связано со значением электрического или маг-
нитного поля электромагнитной волны соотно-
шениями (1)–(2). Напряженность оптического 
поля, которая колеблется с частотой 1012 — 14с–1, 
при наблюдениях на интервалах времени, су-
щественно превышающих период колебаний, 
равна нулю. Отличны от нуля только средние 
значения от квадратичных комбинаций. Поэто-
му наблюдаемой величиной в оптике является 
интенсивность излучения. 

Усреднив по быстрым осцилляциям вектор 
Пойнтинга, получим следующее выражение 
для интенсивности электромагнитной ТЕ или 
ТM волны [5; 6]:

2

2

1
2 2

1

.

ImU ReU
I ReU ImU

ImU ReU
ReU ImU

  ∂ ∂= − +  ∂ϕ ∂ϕρ  

 ∂ ∂ + −  ∂ρ ∂ρ     

(18)

Выражение (18) нормировано на интен-
сивность падающей плоской волны, его суще-

ственной особенностью является то, что оно 
не зависит от знака мнимой части функции U. 

Представляет также интерес привести 
выражение для интенсивности дифрагиро-
вавшей волны для случая, когда падающая 
волна представляет собой суперпозицию 
ТЕ и ТM волн. Существенно, что при вычис-
лении вектора Пойнтинга комбинации ком-
понент для ТЕ и ТM волн не пересекаются, 
поэтому, проделав выкладки, аналогичные 
[5; 6], получим

2

2

1
22
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,

ImF ReF
I ReF ImF

ImG ReG
ReG ImG

ImF ReF
ReF ImF

ImG ReG
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  ∂ ∂= = − +  ∂ϕ ∂ϕ ρ 

 ∂ ∂
+ σ − + ∂ϕ ∂ϕ  

 ∂ ∂
+ − + ∂ρ ∂ρ 

 ∂ ∂ +σ −  ∂ρ ∂ρ  

S

  

(19)

/ .TM TEI Iσ =
Здесь F и G означают решения краевых 

задач для комплексных амплитуд ТЕ и ТM 
волн по отдельности. Интенсивность норми-
рована на «интенсивность ТЕ волны», которая 
существовала бы в отсутствии ТM волны. Вы-
ражения (18)–(19) для интенсивности приме-
нимы для светового поля, для интенсивности 
звукового поля в работе [21] используется 
квадрат модуля амплитуды. Как показывают 
расчеты, эти две характеристики заметно 
различаются.

При рассмотрении задачи дифракции на 
прямоугольном клине исходным является 
дифракционный интеграл с периодом 6π. Для 
него целочисленный индекс принимает зна-
чение n = 3. Выражение для дифракционного 
интеграла в этом случае 

3
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  
ρ θ = ρ θ + − ×   

 × θ − ξ θ ξ ξ + ×  

   × − θ − ξ θ ξ ξ      

∫

∫

(20)
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Решение уравнения Гельмгольца для 
случая клина с прямым углом строится с 
применением теоремы о понижении перио-
да. Период интеграла (20) понижается с 6π 
до 3π. Окончательное строгое решение для 
задачи дифракции на прямоугольном клине 
имеет вид

3 3 1

3 3 2

( , , ) [ ( , ) ( , )]

[ ( , 3 ( )) ( , 3 ( ))] .

C C

C C

U U U

U U

ρ ϕ γ = ρ ϕ − γ − ρ ϕ + γ +

+ ρ π + ϕ − γ − ρ π + ϕ + γ

Формулы модели представляют значи-
тельную сложность для вычислений. Функция 
Ханкеля в мнимой части имеет особенность в 
нуле. Поэтому формулы модели содержат 
несобственные в нуле интегралы от осцилли-
рующих функций. При численном решении 
для построения интерполяционных функций 
(используются средства пакета «Математи-
ка») на интервале [ε, 1], ε = 10–6 применяется 
линейная интерполяция на логарифмической 
сетке {m10–k}, m = 1, 2, ..., 9; k = 0, 1, …, 7. 
Для определения производных, входящих в 
выражение (18) для интенсивности, исполь-
зуется дифференцирование по φ численного 
решения при фиксированном ρ, производные 
по ρ определяются как центральные разности 
по двум разнесенным слоям. 

На рис. 2 показаны угловые распределе-
ния интенсивности ТЕ и ТM волн для значений 
ρ = 50; γ = π / 2 – 0,05. Угол падения исход-
ной волны здесь близок к вертикальному 
углу. Особенностью ТM волны является то, 
что амплитуда поля и его интенсивность не 
обращаются в ноль на поверхности клина. 
В области углов 0 < φ < π – γ возникает эф-
фект интерференции между волнами, пада-
ющей и отраженной от верхней грани клина. 
Эти волны гасят друг друга, что проявляется 
в малых значениях интенсивности в этой зоне. 
В области углов π – γ < φ < π + γ имеется толь-
ко падающая (она же прошедшая) волна. Эта 
волна возмущена эффектом дифракции, что 
проявляется в наличии (см. рис. 2) дифракци-
онных максимумов и минимумов. Эффект 
дифракции для ТM волны слабо выражен, 
что связано с малым перепадом поля у вер-
тикальной стенки ступеньки. В области углов 
π + γ < φ < 3π/2 возникает геометрическая 
тень. Однако эта область углов (см. рис. 2б) 
заполнена диффундировавшим туда полем, 
что снижает силу эффекта дифракции для 
ТM волны.
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Рис. 2. Угловое распределение интенсивности 
для случая ρ = 50; γ = π/2 – 0,05  
при дифракции на прямоугольном клине  
ТЕ волны (а) и ТM волны (б)

Решение задачи описывается математиче-
ской моделью (8), (11), (18). Прямой расчет 
с использованием выражения (8) потребовал 
учета не менее 150 членов ряда. Ниже пред-
ставлены результаты численного расчета 
дифракции на клине с δ = 0,876 543 21 для ТЕ и 
ТM волн (рис. 3). Характеристики дифрагиру-
ющих волн приведены для ρ = 30. 

На рис. 3а показан вариант падения пло-
ской ТЕ волны, имеющей волновой вектор, 
параллельный нижней грани клина. Здесь 
имеется зона интерференции с размахом 
амплитуды интенсивности от 0 до 3, зона 
падающей (прошедшей) волны с интенсивно-
стью, близкой к 1, и зона дифракции вблизи 
нижней грани клина. Электромагнитное поле 
ТЕ волны отжимается от нижней грани и по-
этому размах дифракционных максимумов 
достигает величины 1,7. Он несколько боль-
ше, чем в случае, когда имеется зона тени 
между краем прошедшей плоской волны и 
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нижней стенкой клина. На рис. 3б представ-
лен вариант, аналогичный случаю на рис. 3а, 
только для ТM волны. Здесь поле не обра-
щается в ноль на нижней грани. Наблюдается 
эффект подавления дифракции вблизи ниж-
ней стенки клина.
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Рис. 3. Угловые распределения интенсивности 
ТЕ волны (а) и ТM волны (б) при дифракции 
плоской волны на клине с углом δ = 0,877;  
ρ = 30; γ = π – δ

Отметим, что сравнение результатов 
расчета для прямоугольного клина данным 
методом и методом интегрирования функций 
Ханкеля показало полное совпадение резуль-
татов в пределах погрешности счета.

Двумерные расчеты предоставляют воз-
можность увидеть общую картину дифракции 
исходной волны, падающей на клин под произ-
вольным углом. Рассматривается стационар-
ная картина дифракции. Поэтому на двумер-
ной плоскости вводится внешний сектор (про-
странство вне клина), который можно покрыть 
дугами концентрических окружностей и через 
равные углы провести радиусы. Точки пересе-
чения радиусов и концентрических окружно-
стей образуют полярную сетку, ограниченную 
сектором. Расчеты в рамках модели (8), (11), 

(18) можно проводить на дуге каждой кон-
центрической окружности последовательно, 
охватывая все большую площадь сектора.

Примеры двумерных расчетов интенсивно-
сти, выполненных данным методом, представ-
лены на рис. 4. Стрелкой показано направление 
волнового вектора падающей плоской волны. 
На рис. 4а представлена дифракция ТЕ волны, 
а на рис. 4б — ТM волны. Темным цветом по-
казана область интерференции исходной волны 
с волной, отраженной от верхней грани клина. 
На рис. 4а для ТЕ волны в области, примыкаю-
щей к нижней грани клина, возникает сильная 
дифракция прошедшей волны, которая отчет-
ливо видна на общей картине. Интересным 
обстоятельством является отсутствие заметной 
дифракции у прошедшей ТM волны, что иллю-
стрирует рис. 4б. Таким образом, настраивая 
поляризацию падающей волны, можно сни-
жать влияние дифракции на прошедшую волну. 
Данный эффект вполне можно использовать в 
прикладной оптике для подавления дифракции в 
некоторых классах оптических приборов.
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Расчеты дифракции на клине рассматрива-
лись также в [5].

Сравнение расчета функций ( , )D
pW ρ θ  и 

( , )D
pU ρ θ , полученных в рамках параболического 

приближения (15) и строгого решения уравне-

ния Гельмгольца (8), показывают, что неболь-
шие отклонения параболического приближения 
от строгого решения возникают только в ближ-
ней зоне 0 < ρ < 1 (рис. 5). Эти отклонения не 
превышают нескольких процентов. 
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Основным преимуществом параболиче-
ского приближения является одномерное ра-
диальное обыкновенное дифференциальное 
уравнение в методе разделения переменных, 
решение которого можно записать через 
интегралы Френеля. Задача о клине обладает 
строгим решением, что позволяет проверить 
пределы применимости метода, основанного 
на параболическом приближении. Как видим, 
приближенное решение совпадает со стро-
гим решением в дальней зоне и отличается на 
несколько процентов от строгого решения в 
ближней зоне. В нуле, на бесконечности и на 
гранях клина решения совпадают. Результаты 
сравнения параболического приближения 
с решением строгой задачи данной работы 
согласуются с результатами сравнения на 
основе прямого численного расчета диффе-
ренциальных уравнений методом поперечной 
диффузии [21]. 

Таким образом, в данной работе выпол-
нены одномерные и двумерные расчеты диф-
ракции плоских ТЕ и ТM волн на идеально про-
водящем клине в рамках строгой постановки 
и параболического приближения. Для прямо-
угольного клина разработана численная мето-
дика решения задачи дифракции, основанная 
на вычислении несобственного интеграла от 

произведения тригонометрической функции и 
функции Ханкеля. Для клина с произвольным 
углом реализован численный метод, осно-
ванный на прямом численном суммировании 
рядов Фурье-Бесселя. Для прямоугольного 
клина оба подхода дают одинаковый резуль-
тат. При расчетах в рамках параболического 
приближения реализован метод суммирова-
ния рядов Фурье-Френеля. 

Проведен анализ двумерных распреде-
лений интенсивности для задачи дифракции 
плоских ТЕ и ТM волн на идеально-прово-
дящем клине. Сравнение задач дифракции 
плоской волны на клине, выполненных в 
рамках стационарного волнового уравнения 
(уравнения Гельмгольца) и параболическо-
го приближения, обнаружило отклонение 
приближенного решения задачи от точного 
решения, достигающее нескольких процен-
тов в ближней зоне. Решение краевой задачи 
дифракции на клине в рамках параболическо-
го приближения в области одного отражения, 
рассмотренное в [25], может быть распро-
странено на всю область углов падения. По-
казано, что параболическое приближение 
сводится к учету двух первых членов в раз-
ложении гиперболического косинуса в инте-
гральном представлении строгого решения.
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